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� 大問題ごとに解答用紙を �枚使うこと。

� 解答用紙には，氏名，学籍番号，大問題の番号を記入すること。

問題 �

V を計量線形空間とし，x�y � V に対して xと yの内積を �x�y�で表す。また，xの長さを kxkで表す。

また，f を V から V への線形変換とする。このとき，次の問に答えよ。

��� fが直交変換となるための条件を内積を用いて述べよ。

��� 任意の x�y � V に対して次の等式が成り立つことを示せ。

kx� yk� � kx� yk� � ��x�y�� ���

��� f が長さを不変にする変換，すなわち任意の x � V に対して kf�x�k � kxkが成り立つ変換とする。

このとき，f は直交変換であることを示せ。

問題 �

複素数 cに対して，その複素共役を �cで表す。また，行列およびベクトルに対して，転置と複素共役を同

時に行う操作を �で表し，�本のベクトル xと yの内積を x�yと定義する。Aを n � nのユニタリ行列，

すなわち A�A � AA� � E（Eは単位行列）となる行列とするとき，次の問に答えよ。

��� Aの任意の固有値は，絶対値が �の複素数であることを示せ。

（ヒント： Ax � �xと，両辺の �をとった式を合わせて考えよ。）

��� Aの固有値 �に対する固有ベクトルを xとする。このとき，xは A��の固有値 ��に対する固有ベク

トルであることを示せ。

��� xと yを Aの異なる固有値に対する固有ベクトルとする。このとき，xと yは直交することを示せ。

問題 �
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について，次の問に答えよ。

��� Aのすべての固有値を求めよ。

��� Aの固有値がすべて相異なるためには，cがどのような条件を満たせばよいか。また，このとき，各

固有値に対応する固有ベクトルを求めよ。

��� Aの固有ベクトルのうち �次独立なものが �本しか存在しないのは，cがどんな値のときか。また，

このとき �次独立な固有ベクトルを �本求めよ。

��� Aのある固有値に対する固有ベクトルが �次元の線形空間となるのは，cがどんな値のときか。また，

このとき �次独立な固有ベクトルを �本求めよ。


