
���� ニュートン法（単根の場合） ��

収束速度 f�x� � �の真の解を x � �とし，ニュートン法の第 nステップで

の誤差を enとすると，

en � xn � � �����

en�� � xn�� � � �����

enを用いて f�x�を x � �の周りでテイラー展開すると，次のようになる。

f�xn� � f�� 	 en�

� f��� 	 f ����en 	



�
f �����e�

n
	O�e�

n
�

� f ����en 	



�
f �����e�

n
�����

ここで，f��� � �を用いた。同様にして f ��x�もテイラー展開すると，

f ��xn� � f ��� 	 en�

� f ���� 	 f �����en 	



�
f ������e�

n
	O�e�

n
�

� f ���� 	 f �����en �����

ここで，ニュートン法の反復式

xn�� � xn � f�xn�

f ��xn�
���
��

の両辺から �を引くと，�����，�����式より

en�� � en � f�xn�

f ��xn�
���

�

となり，これに �����，�����式を代入すると，

en�� � en �
f ����en 	 �

�f
�����e�

n

f ���� 	 f �����en
���
��

となる。いま，真の解 �の十分近くでは enは小さいので，分母の第２項を �

として計算すると，この式は

en�� �
enf

����� f ����en 	 �
�
f �����e�

n

f ����

�



�

f �����

f ����
e�
n

���
��

とすることができる。

一般に，正の数D � �，p � 
が存在して，十分大きな nについて

jxn�� � �j � Djxn � �jp ���
�

のとき，数列 fxngは �に p次収束するという。式 ���
��より，ニュートン

法は �次収束する解法であることがわかる。
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表 ���� ニュートン法による
p
�の計算

n xn f�xn�

� � �


 
�� ����

� 
�
������� ���� 
���

� 
�
�
���� ���
� 
���

 
�
�
���� �
���� 
���

� 
�
�
���� �
���� 
���

誤差 �次収束する解法では，ある反復での誤差が 
��m のオーダーだった

場合，それが反復毎に 
���m� 
���m� 
���m，� � �と減少する。したがって，

解の有効桁数は，毎回ほぼ �倍に増加する。

数値例 f�x� � x�� �，x� � �としてニュートン法により
p
�を計算した例

を表 ���に示す（森下浩二君のレポートより）。xnの値を見ると，正しい値


�
�
���� � � �と一致する桁数が毎回２倍程度に増えていることがわかり，�

次収束していることが確認できる。また，表 ��
の二分法では 
�回反復して

も 桁しか正しい値が得られなかったが，ニュートン法では 回の反復で既

に 
�桁も正しい値が得られており，収束が極めて速いことがわかる。

使用の際の注意事項 � 二分法では，f�a�f�b� � �を満たすような区間から

出発すれば解への収束が保証されたが，ニュートン法ではそのような大域的

収束性は一般に保証できない。実際，図 ��
に示すように，解から遠い初期値

から出発した場合には，xnの値が振動し，一定値に収束しない場合もある。

正しい解を得るには，解に十分近い初期値から出発する必要がある。

図 ��
� 解から遠い初期値から出発したためにニュートン法が収束しない例



���� ニュートン法（重根の場合） ��

使用の際の注意事項 � ２次収束性の証明では，解 �において f ����が �で

ないことを暗黙のうちに用いた。しかし，重根の場合には f ���� � �となり，

���
��式は成り立たなくなる。このため，２次収束性が崩れてしまう。この

場合の収束速度については次節で述べる。

��� ニュートン法（重根の場合）

２重根の場合 方程式 f�x� � �が x � �で２重根を持つ場合には，f��� �

f ���� � �となる。このときは，���
��式で分母の第１項が �となるので，第

２項を無視することができず，次のようになる。

en�� � en � �f ����en 	 �
�f

�����e�
n

f ���� 	 f �����en

� �


�
en �f��� � �より� ���
��

したがって，

en�� �



�
���
��

jenj � 


�
jen��j � � � � �

�



�

�n
e� ���
��

よって，収束率 �
� の１次収束となり，これは二分法の収束率と同じである。

m重根の場合 このときは

f��� � f ���� � f ����� � � � � � f 	m��
��� � � ���
��

となる。そこで，f�x�と f ��x�のテイラー展開をする際，次のように高次の

項を（�でない最初の項が出てくるまで）取ることで，２重根のときと同様

にして収束率を求めることができる。

f�xn� � f��� 	 f ����en 	



�
f �����e�

n
	




��
f ������e�

n
	 � � � ���
��

f ��xn� � f ���� 	 f �����en 	



�
f ������e�

n
	




��
f 	�
���e�

n
	 � � � ������

��� ニュートン法（連立方程式の場合）

ニュートン法は m元連立非線形方程式

f�x� � � ����
�
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の解法に拡張できる。������式を成分で表すと，������
�����

f��x�� � � � � xm� � �

f��x�� � � � � xm� � �
���

fm�x�� � � � � xm� � �

������

となる。いま，初期値を x
��� � �x

���
� � � � � � x

���
m �t（ただし上付きの tはベク

トルの転置を表す）とし，方程式の各成分を x
���の周りで１次の項までテイ

ラー展開すると，������
�����

f��x�� � � � � xm� � f��x
���
� � � � � � x

���
m � � �f�

�x�
�x� � x

���
� � � � � � �f�

�xm
�xm � x

���
m � � �

f��x�� � � � � xm� � f��x
���
� � � � � � x

���
m � � �f�

�x�
�x� � x

���
� � � � � � �f�

�xm
�xm � x

���
m � � �

���

fm�x�� � � � � xm� � fm�x
���
� � � � � � x

���
m � � �fm

�x�
�x� � x

���
� � � � � � �fm

�xm
�xm � x

���
m � � �

����	�

となる。ただし，微係数 �fi
�xj
（ i� j � �� �� � � � �m）はすべて x � x

���での値

とする。����	�式をまとめると，

f�x� � f�x���� �

�
BB�

�f�
�x�

� � � �f�
�xm

���
� � �

���
�fm
�x�

� � � �fm
�xm

�
CCA
x�x���

�x� x
����

� f�x���� �
�f

�x

����
x�x���

�x� x
���� ����
�

となる。ここで，

�f

�x
�

�
BB�

�f�
�x�

� � � �f�
�xm

���
� � �

���
�fm
�x�

� � � �fm
�xm

�
CCA
x�x���

� ヤコビアン行列 ������

x� x
��� �

�
BB�

x� � x
���
�

���

xm � x
���
m

�
CCA ������

である。

計算手順は１変数の場合とほとんど同じで，f ��x�による割り算が �f��x

の逆行列を掛ける操作に置き換わる。第 nステップの近似解から第 n� �ス

テップの近似解を求める反復計算式は，

xn�� � xn �
�

�f

�x

����
x�x���

	
��

f�x� �����

となる。



��
� ニュートン法（連立方程式の場合） �

第�章の問題

問題 �

��� 正の数 aの正の 	乗根をニュートン法によって求める方法を考案し，反

復式を書け。

��� 上記の方法によって �
p
	を計算せよ。初期近似解を �とし，�回程度の

反復を行って誤差の減少する様子を調べよ。

�	� 二分法によって �
p
	を計算せよ。初期区間を �a�� b�� � ��� ��とし，��

回程度の反復を行って誤差の減少する様子を調べよ。

問題 �

��� f�x� � �の解が 	重根の場合，ニュートン法の収束次数，収束率はど

のようになるか。�重根の場合と同様にして調べよ。

��� 一般に f�x� � �の解が m重根（m � �）の場合，ニュートン法の収束

次数，収束率はどのようになるか。

問題 �

��� 複素数 zに対する解析関数 f�z�を考える。f�z�を初期近似解 z� の周

りでテイラー展開することにより，f�z� � �を解くためのニュートン

法の反復式を導出せよ。

��� z � x� yi，z� � x� � y�iとおき，���で導出した式を x，yに関する

反復式として書き直せ。

問題 �

ニュートン法に基づき，より収束の速い非線形方程式の解法を設計するこ

とを考える。

��� ニュートン法の反復式 �����を拡張して f ���x�を含む反復式を求めよ。

ただし，導出途中において式 �����を用いて近似を行ってよい。（ヒン

ト： 　素直に計算すると �x� x��
�という項が出てくるが，その片方の

因子を式 �����を用いて近似する。）この解法をベイリー法と呼ぶ。

��� f�x� � x� � �としてベイリー法を用いて f�x� � �の根を求め，収束

の速さをニュートン法と比較せよ。
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�	� ベイリー法が３次収束することを証明せよ。なお，もし「求める解 �は

単根である」などの条件が必要であれば，適当に条件を課してよい。（ヒ

ント： 　ニュートン法が �次収束することの証明と同様に行えばよい。

e�nの項までが残ることを予測し，f，f �，f ��に関するテイラー展開を

それぞれ適当な項まで取る。）



��

第�章 関数の補間

物理の実験で，入力パラメータ xを変化させて物理量 y を測定することを

考える。このとき，一般に測定は飛び飛びの点 x�� x�� � � � � xn でのみ行う。

従って，実験を行わなかった点での物理量の値を後から推測したい場合に

は，x�� x�� � � � � xn での測定値 y�� y�� � � � � yn を用いて入力と出力の間の関係

y � f�x�を推定する必要がある。このようなときに使われるのが補間である。

補間では，x�� x�� � � � � xnにおける関数値がそれぞれ y�� y�� � � � � ynに一致す

るような関数を求める。

補間は，上記のような関数推定に使われるほか，関数の近似計算にも使われ

る。また，次章で述べる数値積分法の基礎となる。本章では，１次元のデータ

に対する補間法として，多項式近似に基礎を置いたラグランジュ補間，ニュー

トン補間，スプライン補間を学ぶ。

��� ラグランジュ補間

ラグランジュ補間とは，既知のn��個のデータ点 �x�� y��� �x�� y��� � � � � �xn� yn�
をすべて通る n次関数により補間を行う方法である。xi �� xj（i �� j）のと

きこのような n次関数がただ１つ存在することは，数学的に保証されている

（証明は章末問題を参照）。この関数は次のようにして簡単に構成できる。

いま，

�i�x� �
�x� x���x� x�� � � � �x� xi����x� xi��� � � � �x� xn�

�xi � x���xi � x�� � � � �xi � xi����xi � xi��� � � � �xi � xn�

�
nY
j��
j ��i

x� xj
xi � xj

�	���

という関数を考える。�i�x�は n次関数であり，xj を代入すると

�i�xj� �



� �j �� i�

� �j � i�
�	���

となって，j � iの時のみ値 �を取り，j �� iの時は �を取ることがわかる。

次に

fn�x� �
nX
i��

yi�i�x� �	�	�
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という関数を考えると，fn�x�は n次関数で，

fn�xj� � yj �j � �� �� � � � � n� �	�
�

より，�x�� y��� �x�� y��� � � � � �xn� yn�をすべて通る。

こうして得られる補間関数 fn�x�をラグランジュの補間多項式と呼ぶ。ラ

グランジュ補間多項式は，考え方は簡単であるが，任意の点 xでの関数値を

求めるのに O�n��の計算量が必要である。また，新しいデータ点を加えた場

合に，式を最初から作り直さなければならないという欠点を持つ。

��� ニュートン補間

新しいデータ点を加えた時に，式を最初から作り直さなければならないと

いうラグランジュ補間の欠点を補うのがニュートン補間である。ニュートン

補間もラグランジュ補間と同様，�x�� y��� �x�� y��� � � � � �xn� yn�をすべて通る
n次関数による補間であり，多項式としてはラグランジュ補間と同じもので

あるが，補間を計算するアルゴリズムが異なり，データ点を付け加えた場合

の補間多項式の再計算が容易になっている。

ニュートン補間では，点 �x�� y��を通る �次多項式 f��x� � a�から始め，

多項式の次数を１ずつ上げていくことにより，通る点を �x�� y��� �x�� y��� � � �

と１個ずつ増やしていく。補間多項式の具体的な定め方は次のようになる。

n � � � f��x� � a�

ただし a� � y�

n � � � f��x� � f��x� � a��x� x��

ただし a� �
y� � f��x��

x� � x�
n � 	 � f��x� � f��x� � a��x� x���x� x��

ただし a� �
y� � f��x��

�x� � x���x� � x��

���

n � i� � � fi�x� � fi���x� � ai�x� x���x� x�� � � � �x� xi��� �	���

ただし ai �
yi � fi���xi�

�xi � x���xi � x�� � � � �xi � xi���
�	���

いま，fi��が点 x�� x�� � � � � xi��における i� �次の多項式補間になっている

と仮定すると，i � �のときこの仮定は正しい。第 i � �番目の点 xiを加え

るときを考えると，fi���x�に足す項は x � x�� x�� � � � � xi��で �になるよう

選んでいるので，fi�x�はこれらの点で fi���x�と等しい値を持つ。更に，ai

は fi�xi� � yi となるよう選んである（確認せよ）。したがって，fi�x�は点



	��� ニュートン補間 	�

x�� x�� � � � � xiにおける i次の多項式補間になっている。こうして上記のアル

ゴリズムの正当性が示された。

上記のアルゴリズムでは，各ステップで fi���xi�の計算が必要である。ま

た，求める補間式ができた場合，その任意の点での値を求めるにも fn�x�の

計算が必要である。そこで，fn�x�の効率的な計算法について考える。アル

ゴリズムより，fn�x�は明らかに次の形に書ける。

fn�x� � a� � a��x� x�� � a��x� x���x� x��

� � � �� an�x� x�� � � � �x� xn��� �	��

この式に直接 xの値を代入して計算すると，計算量は O�n��となる。ところ

が，次の補助変数 ziを導入すると，この計算量を削減できる。

zi � ai � ai���x� xi� � ai���x� xi��x� xi���

� � � �� an�x� xi� � � � �x� xn��� �	���

ziの定義式より，

z� � fn�x� �	���

であるから，z�が計算したい量である。また，式 �	���を変形すると，

zi � ai � �x� xi�fai�� � ai���x� xi���

� � � �� an�x� xi��� � � � �x� xn���g
� ai � �x� xi� � zi�� �	����

となる。zn � anの値は既知であるので，z�は後ろ向きの漸化式�
zn � an 　

zi � ai � �x� xi� � zi��
�	����

により O�n�の計算量で求めることができる。以上より，ニュートン補間は

ラグランジュ補間と比べ，データ点の追加が容易であり，かつ任意の点 xで

補間多項式の値を求めるための計算量が少ない補間法だと言える。


