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問題 �
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I �

Z
�

��

�

�

q
�� tanh�

�
�
� sinh t

� � �
� cosh t

cosh�
�
�
� sinh t

� dt� ���

��� t � ��のとき tanh
�
�
� sinh t

� � ��であるから，被積分関数の最初の因子の分母の �乗根の中で

は，�から �に非常に近い数を引くことになり，桁落ちが生じる。これを解消するには，次の変形を
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これを代入すると積分は次のようになる。
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��� ホームページのシラバス中のプログラム「DE�f」を参照。

��� N � �	，��，	�，��
と変えて小問 ���のプログラムを実行すると，積分値 IN と誤差 eN は表のよ

うになる。N が �倍になると有効桁数が �倍になる，指数的な誤差の減少が見られる。
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問題 �

��� オイラー法の公式より，反復式は次のようになる。�
xn�� � xn � h�xn � �yn�

yn�� � yn � h�xn � yn��
���

��� ホイン法では，まず �xn� yn�から始めてオイラー法を �ステップ実行し，仮の値 ��xn��� �yn���を求

める。次に，�xn� yn�と ��xn��� �yn���のそれぞれから常微分方程式の右辺を計算し，その平均を右辺

として用いる。したがって，反復式は次のようになる。�
�xn�� � xn � h�xn � �yn�

�yn�� � yn � h�xn � yn��
���



�
xn�� � xn � h

� f�xn � �yn� � ��xn�� � ��yn���g
yn�� � yn � h

� f�xn � yn� � ��xn � �yn���g �
�	�

��� ホームページのシラバス中のプログラム「Euler�d�f」を参照。また，同箇所にあるグラフを参照。

��� ホームページのシラバス中のプログラム「Heun�d�f」を参照。また，同箇所にあるグラフを参照。

��� この連立常微分方程式の解は x � cos t� sin t，y � sin tであり，周期 ��を持つ。しかし，オイラー

法の解は �周するごとに原点から離れており，この周期性が保たれていない。一方，ホイン法の解は

ほぼ周期性を持っており，本来の解の性質が良く保たれていることがわかる。また，解析解から導か

れる性質 �p� � x�t� � p�，�� � y�t� � �も良く成り立っている。

問題 �

��� D��を左からかけることにより，Aの第 i行は
�p

c
a

�i��
倍される。また，Dを右からかけることに

より，Aの第 j 列は
�p

a
c

�j��
倍される。したがって，C � D��ADの対角要素は Aの対角要素と同

じであり，第 �i� �� i�要素は
p

c
a
倍，第 �i� i� ��要素は

p
a
c
倍される。以上より，D��ADの対角

要素はすべて b，副対角要素（第 i� �� i要素および第 i� i� �要素）はすべて
p
ac � rとなる。

��� 固有方程式 �C � �I�v � �（ただし I は単位行列）の第 j 成分を書き下すと，

rvj�� � �b� ��vj � rvj�� �  �j � �� �� � � � � n� ���

となる。ここで，v� � vn�� � という定義を用いた。式 ���が求める �項漸化式である。

��� vj � c�e
ij� � c�e

�ij�を v� � ，vn�� � に代入すると，

v� � c� � c� �  �
�

vn�� � c�e
i�n���� � c�e

�i�n���� � � ���

これが c� � c� � 以外の解を持つ条件は，

e�i�n���� � ei�n���� � � ���

整理すると，

sin�n� ��� � � ����

ここで，�を � ��m�（mは整数）で置き換えても vj の値は変わらない。さらに，�と �� �は，c�

と c� の役割を交換すれば同じ解を与えるから，�は  � � � � の範囲で考えてよい。したがって，

�n���� � � �� ��� � � � � n�。この中で，� � のときは，vj � c� � c�（� � j � n）となるが，式 �
�

より c� � c� � であるから，v � となって不適である。これより，条件を満たす �は，

� �
k�

n� �
�k � �� �� � � � � n� ����

の n個である。また，式 �
�より c� � �c�であるから，c� � �c� � �
�i としてよい。

そこで，vj �
�
�ie

ij� � �
�ie
�ij� � sin�j��を式 ���に代入すると，

r sin�j � ��� � �b� �� sin�j�� � r sin�j � ��� � � ����



整理すると，

sin�j�� ��r cos � � �b� ��� � � ����

これがすべての j（� � j � n）について成り立たねばならないから，

�r cos � � �b� �� � � ����

したがって固有値は，

�k � b� �r cos � � b� �r cos
k�

n� �
�k � �� �� � � � � n�� ��	�

となる。�kに対応する固有ベクトルを vkとすると，その第 j 成分は

vjk � sin�j�� � sin
jk�

n� �
����

となる。

��� 行列 C � D��ADと Aの固有値は等しい。また，C の固有ベクトルが vのとき，Aの固有ベクトル

は Dvとなる。したがって，小問 ���の結果より，Aの固有値は

�k � b� �r cos � � b� �r cos
k�

n� �
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�

対応する固有ベクトル uk の第 j 成分は，
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となる。


