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第�章 連立一次方程式の解法

本章では連立一次方程式の直接解法について学ぶ。最初に数値計算において

連立一次方程式の求解が必要となる場面を復習し，係数行列の様々な性質に

ついて学んだ後，もっとも基本的な直接解法であるガウス消去法を詳しく学

ぶ。次に，同じ係数行列を持ち右辺ベクトルのみが異なる複数の方程式を解

くのに有用な LU分解について学び，最後に係数行列の様々な性質を利用し

て計算量と計算に必要な記憶領域を削減する方法について考える。

��� 数値計算における連立一次方程式

本章では，n個の未知数 x�� x�� � � � � xnに対する n個の連立方程式

������
�����

a��x� � a��x� � � � �� a�nxn � b�

a��x� � a��x� � � � �� a�nxn � b�
���

an�x� � an�x� � � � �� annxn � bn

�����

を考える。係数行列を A，解ベクトルを x，右辺ベクトルを bで表すと，こ

れは

Ax � b �����

と書ける。以下，行列Aは正則，すなわち detA �� 	と仮定する。このとき，

Aの逆行列 A��が存在し，連立一次方程式の解は形式的に x � A��bと書

ける。これを数値計算により実際に求めることが，本章の主題である。

連立一次方程式の解を求めることは，数値計算の様々な場面で必要となる。

以下に例を挙げる。

�i� 非線形連立方程式に対するニュートン法 非線形連立方程式 f�x� � �に

対するニュートン法の反復式は

x�k��� � x�k� �

�
�f

�x

����
x�x�k�

���
f�x�k�� ���
�

となる。ここで，ヤコビアン �f
�x
の逆行列をかけるために連立一次方程式の

求解が必要となる。
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�ii� スプライン補間 スプライン補間において，第 i番目（ i � �� � � � � N ��）

の点での１次の係数を Xiとすると，Xiは次の連立一次方程式
�
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を解くことにより求められる（教科書 p� ��参照）。

�iii� 熱伝導方程式に対する陰的差分法 熱伝導方程式に対する陰的差分法で

は，時刻 tj での解 fui�jgから時刻 tj��での解 fui�j��gを求めるため，連立

一次方程式 ������を解く必要がある。

�iv� ポアソン方程式に対する差分法 ポアソン方程式に対する差分法では，

�N � ��� 個の未知数に対する �N � ��� 本の連立一次方程式

ui���j � �ui�j � ui���j
h�

�
ui�j�� � �ui�j � ui�j��

h�
� f�xi� yj� ����

を解く必要がある。

前章では �iv�の方程式を解くための反復解法を学んだが，本章では �i�～

�iv�のすべての連立一次方程式を扱えるより一般的な解法である直接解法に

ついて学ぶ。

��� 係数行列の性質の分類

連立一次方程式を解く場合，係数行列Aがどのような性質を持つかにより，

使うべき解法や求解のための計算量が大きく異なる。重要な性質としては，

次のようなものが挙げられる。なお，以下では行列及びベクトルはすべて実

数とする。

�a� 非零構造 行列の０でない要素がどのように分布しているかを，行列の

非零構造と呼ぶ。代表的な非零構造を次に挙げる。

� 密行列： 　ほとんどの要素が非零である行列。もっとも一般的な行列で

ある。

� 三重対角行列： 　対角線とその１つ上及び１つ下の斜めの列のみが非零

の行列。前節の �ii�，�iii�の行列は三重対角行列の例である。三重対角

行列を式で定義すると，「 ji� jj � �のとき aij � 	の行列」となる。
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� 　帯行列： 　対角線とその下の b本，及びその上の b本の斜めの列の

みが非零の行列。帯行列を式で定義すると，「 ji � jj � bのとき aij �

	の行列」となる。bを半帯幅と呼ぶ。前節 �iv�の行列は，未知数を

u��� u��� � � � � u��N��� u��� u��� � � � � uN���N��の順に並べ，方程式も同じ

順に並べると，半帯幅 N � �の帯行列になる。

� 上三角行列： 　対角線とそれより上の要素のみが非零の行列。

� 下三角行列： 　対角線とそれより下の要素のみが非零の行列。

� 疎行列： 　上記の行列のような規則的な構造は持たないが，要素の大部

分（たとえば �	�以上）が０の行列。

�b� 対称性

� 対称行列： 　aij � aji（すなわち At � A）の行列。前節 �iii�，�iv�は

対称行列の例である。また，�ii�は補間点が等間隔ならば対称行列にな

る（教科書 p� ��参照）。

� 非対称行列： 　対称でない行列。

�c� 数値的性質

� 正定値行列： 　任意のベクトル xに対して xtAx � 	となる行列。正定

値行列は正則行列である（証明せよ）。

� 対角優位行列： 　
P

j ��i jaij j � jaiijがすべての iに対して成り立つ行

列。前節 �ii�，�iii�の行列は対角優位行列である。また，ある行列が対

称かつ対角優位で，かつ対角成分がすべて正ならば正定値である（証明

せよ）。

これらの性質をうまく使うと，連立一次方程式を解くための計算量や，計

算に必要な記憶領域を減らすことができる。これについては ��節で述べる。

��� ガウスの消去法

本節では，直接解法の中でもっとも基本的な解法であるガウスの消去法を

説明する。この方法は，任意の正則行列を係数とする連立一次方程式に対し

て適用可能である。この方法では，まず方程式Ax � bを上三角行列 U を係

数とする方程式 Ux � cに変形する。後に見るように上三角行列を係数とす

る方程式は代入計算によって容易に解けるので，これにより解 xを求めるこ

とができる。
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����� アルゴリズム

原理 連立一次方程式 �����の係数行列を上三角行列に変形するため，まず

係数 a��� a��� � � � � an�を消去する。そのため，（a�� �� 	と仮定して）第１番目

の方程式に ai��a��を掛けた式を第 i式（ i � �� � � � � n）から引くと，連立方

程式は次のようになる。���������
��������

a��x� � a��x� � a��x� � � � �� a�nxn � b�

a
���
�� x� � a

���
�� x� � � � �� a

���
�n xn � b

���
�

a
���
�� x� � a

���
�� x� � � � �� a

���
�n xn � b

���
�

���

a
���
n� x� � a

���
n� x� � � � �� a

���
nnxn � b

���
n

�����

ここで，上付き添字 ���は，消去演算によって変化した係数であることを示

す。次に，（a
���
�� �� 	と仮定して）第２番目の方程式に a

���
i� �a

���
�� を掛けた式を

第 i式（ i � 
� � � � � n）から引くと，第３番目以降の方程式で x� の係数が消

え，連立方程式は次のようになる。���������
��������

a��x� � a��x� � a��x� � � � �� a�nxn � b�

a
���
�� x� � a

���
�� x� � � � �� a

���
�n xn � b

���
�

a
���
�� x� � � � �� a

���
�n xn � b

���
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a
���
n� x� � � � �� a

���
nnxn � b

���
n

�����

こうして，「第 k ステップでは第 k 番目の方程式に a
�k�
ik �a

�k�
kk を掛けて第 i式

（ i � k � �� � � � � n）から引く」という操作（消去演算と呼ぶ）を第 n � �ス

テップまで繰り返すと，係数行列 Aは次のように上三角行列に変形される。���������
��������

a��x� � a��x� � a��x� � � � �� a�nxn � b�

a
���
�� x� � a

���
�� x� � � � �� a

���
�n xn � b

���
�

a
���
�� x� � � � �� a
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a
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このときの係数行列を U，右辺ベクトルを cと書く。この形の連立一次方程

式 Ux � cは簡単に解くことができる。すなわち，第 n式より xnを求め，次

にそれを第 n� �式

a
�n���
n���n��xn�� � a

�n���
n���nxn � b

�n���
n�� �����

に代入して xn��を求め，更に xnと xn��を第 n� �式

a
�n���
n���n��xn�� � a

�n���
n���n��xn�� � a

�n���
n���nxn � b

�n���
n�� ����	�

に代入して xn��を求めるというように，下から順々に代入計算を行ってい

けばよい。この操作を後退代入と呼ぶ。
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数値例 ３元の連立一次方程式の求解
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アルゴリズム ガウスの消去法のアルゴリズムを以下に示す。ここで，A，b

はそれぞれ係数行列，右辺ベクトルを格納する配列である。最初の �重ルー

プで係数行列の上三角行列への変形，次の �重ループで後退代入を行ってい

る。解は配列 bに入る。なお，do k
n� �� ��は，ループを nから �まで逆に

回すという意味である。

input�A�b�

do k��� n

do i�k��� n

do j�k��� n

a�i�j� � a�i�j� � a�k�j��a�i�k��a�k�k�

end do

b�i� � b�i� � b�k��a�i�k��a�k�k�

end do

end do

do k�n� �� ��

do j�k��� n

b�k� � b�k� � a�k�j��b�j�

end do

b�k� � b�k��a�k�k�

end do

output�b�


