
�� 第 �章 数値微分法と加速法

��� 加速法の適用

前進差分の場合 前進差分による �階微分の近似では，誤差の主要項が O�h�

であることがわかっている。このことを利用して，前進差分の結果からより

精度の高い微分の近似値を求めることができる。

前進差分による f ��x�の近似値を xと hの関数と見て f��x� h�と書くと，

f��x� h� � f ��x� �
�

�
hf ���x� �O�h�� ������

f��x� �h� � f ��x� �
�

�
� �hf ���x� �O�h�� ������

したがって，

f��x� h�� �

�
f��x� �h� �

�
�� �

�

�
f ��x� �O�h�� ����	�

であるから，
f��x� h�� �

�f��x� �h�

�� �
�

� f ��x� �O�h�� ����
�

となり，�つの前進差分の値から，より精度の高い微分の近似値を計算できる。

中心差分の場合 同様に，中心差分による f ��x�の近似値を xと hの関数と

見て f��x� h�と書くと，

f��x� h� � f ��x� �
�

��
h�f ����x� �O�h�� ����
�

f��x� �h� � f ��x� �
�

��
� ��h��f ����x� �O�h�� ������

となる（h�の項は現れないことに注意）。したがって，

f��x� h�� �

�
f��x� �h� �

�
�� �

�

�
f ��x� �O�h�� ������

であり，
f��x� h�� �

�f��x� �h�

�� �
�

� f ��x� �O�h�� ������

となる。この場合も，�つの中心差分の値から，より精度の高い微分の値を

計算できることがわかる。

一般の場合の加速法 一般に，xと hの関数 f��x� h�が

f��x� h� � c��x� � c��x�h
n �O�hn��� ������

と書け，f��x� �� � c��x�が求めたい値であるとする。このとき，

f��x� �h� � c��x� � c��x���h�
n �O���h�n��� ������
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を計算し，これに ��nをかけて f��x� h�から引くと，hnの項が消えて

f��x� h�� ��nf��x� �h�

�� ��n
� c��x� �O�hn��� ������

となり，これは h � �のときに f��x� h�より速く c��x�に近づく。このよう

にして収束を速める方法をリチャードソン加速法と呼ぶ。リチャードソン加

速法は，数値微分法に限らず，様々な数値計算法に対して適用できる。

数値積分の加速 積分 I �
R b
a
f�x� dxを刻み幅 hの台形公式により計算した

値を Ihとすると，�����式，������式の証明と同様にして，

Ih � I �O�h�� ������

であることが示せる。したがって，台形公式に対してリチャードソン加速を

適用することにより，より高精度な数値積分公式が作れる。これについては

章末問題を参照のこと。
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第�章の問題

問題 �

��� 関数 f�x�に対し，�点 z�h，z，z�hでの値 f�z�h�，f�z�，f�x�h�

を使って �次のラグランジュ補間を行う。このときの補間多項式 f��x�

を求めよ。

��� f��x�を �階微分し，x � zでの微係数を求めよ。これが，中心差分に

よる f ��z�の式と一致することを示せ。

��� f��x�を �階微分し，x � zでの微係数を求めよ。これが，�階の中心

差分による f ���z�の式と一致することを示せ。

問題 �

��� f�x�の �階微分 f ��x�を中心差分により近似することを考える。f�x�

の計算で生じる誤差が jf�x�j�程度のとき，打切り誤差と丸め誤差との
和を最小にする刻み幅 hを求めよ。ただし，f ����x�は f�x�と同程度

の大きさと仮定する。

��� f�x�の �階微分 f ���x�を中心差分により近似することを考える。f�x�

の計算で生じる誤差が jf�x�j�程度のとき，打切り誤差と丸め誤差との
和を最小にする刻み幅 hを求めよ。ただし，f ����x�は f�x�と同程度

の大きさと仮定する。

��� 上記 ���，���において，f ��x�，f ���x�の近似値に含まれる誤差はそれ

ぞれどの程度か。

問題 �

積分 I �
R b
a
f�x� dxを刻み幅 hの台形公式により計算した値を Ihとする。

Ihに対してリチャードソン加速を適用して得られる公式を求めよ。ただし，

n � �b� a��hは偶数とする。この公式がシンプソン公式に他ならないことを

示せ。



��

第�章 常微分方程式の解法

本章では常微分方程式

dy

dx
� f�x� y�� y��� � y�� a � x � b �����

の数値解法を学ぶ。まず，もっとも基本的な解法であるオイラー法について

学び，誤差評価を行った後，より高精度な解法であるホイン法を学ぶ。最後

に，これらの解法を高階常微分方程式，連立常微分方程式へ拡張する方法を

紹介する。

��� オイラー法

原理 オイラー法では区間 �a� b	を n等分して h � b�a
n
とし，xi � a 
 ih

（ i � �� �� � � � � n）における解を順々に求めていく。

いま，x � xiで正しい解 y�xi�が得られているとして，常微分方程式の両

辺を xiから xi��まで積分すると，

y�xi���� y�xi� �

Z xi��

xi

f�x� y�x�� dx �����

したがって，右辺の積分 I �
R xi��

xi

f�x� y�x�� dxを数値積分で近似すれば，

y�xi�から y�xi���を求めることができる。

ここで，I の計算にたとえば台形公式を使うとすると，f�xi��� y�xi����の

値が必要であるが，この式は未知の量 y�xi���の関数となっているので，直

接には求められない。そこで，より単純な近似として，x � xiでの値のみを

使って I � hf�xi� y�xi��と近似する。これにより，y�xi���の近似値 yi��は

次のように計算できる。

yi�� � y�xi� 
 hf�xi� y�xi�� �����

これをオイラー法と呼ぶ。

局所離散化誤差 f�x� y�x��を x � xi の周りで展開すると，xi � x � xi��

において

f�x� y�x�� � f�xi� y�xi�� 

�f

�x
�x� xi� 


�f

�y

dy

dx
�x� xi� 
O��x� xi�

��

� f�xi� y�xi�� 
O�h� ���
�
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これを �����式に代入し，�����式との差を作ると，

yi�� � y�xi��� � O�h�� �����

左辺は，x � xiでの正しい解から出発したとき，x � xi��における数値解と

真の解との差であり，局所離散化誤差と呼ばれる。オイラー法の局所離散化

誤差は O�h��である。

大域離散化誤差 実際にオイラー法を適用する場合には，x � xiでの真の解

はわからないため，Y� � y�から出発して，

Yi�� � Yi 
 hf�xi� Yi� �����

により近似解 Y�� Y�� � � � �を計算してゆく。このとき，Yiと真の解 y�xi�との

差を大域離散化誤差と呼ぶ。オイラー法の大域離散化誤差については，次の

定理が成り立つことが知られている�。

定理 f�x� y�がリプシッツ条件

jf�x� y�� f�x� z�j � Kjy � zj （K：正の定数） �����

を満たせば，ある C � �に対して

max
��i�n

jYi � y�xi�j � Ch �����

が成り立つ。

したがって，オイラー法の大域離散化誤差は O�h�である。

��� ホイン法

原理 �����式の積分 Iを近似するに当たっては，y�xi���の値がわからない

ため，台形公式を使うことはできなかった。しかし，まず y�xi�から出発し

てオイラー法を１ステップ実行して

�yi�� � y�xi� 
 hf�xi� y�xi�� �����

を求め，これを y�xi���の代用として

I �
h

�
ff�xi� y�xi�� 
 f�xi��� �yi���g ������

とすれば，台形公式で I を求めることが可能となる。この I を �����式に代

入して x � xi��での近似解を求める方法をホイン法と呼ぶ。

�山本哲朗：「数値解析入門」参照
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局所離散化誤差 I の計算に真の解 y�xi���を使った場合，台形公式による

数値積分の誤差は �
���式より

h

�
ff�xi� y�xi�� 
 f�xi��� y�xi����g � I 
O�h�� ������

となる。ホイン法では，左辺の h
�
f�xi��� y�xi����を h

�
f�xi��� �yi���で代用す

るから，ここでさらに O�h��の誤差が生じる（�����式参照）。したがって，I

の近似における誤差，すなわち局所離散化誤差は O�h��となる。

大域離散化誤差 実際のホイン法では，x � xiにおける近似解 Yiから出発し

て x � xi��における近似解 Yi��を求める。このときの式は次のようになる。

�Yi�� � Yi 
 hf�xi� Yi�

�fi�� � f�xi��� �Yi���

Yi�� � Yi 

h

�

n
f�xi� Yi� 
 �fi��

o
������

このとき，大域離散化誤差は Yi� y�xi� � O�h��であることが知られている。

��� 高階常微分方程式と連立常微分方程式

以上では１階常微分方程式の場合のみを考えたが，高階常微分方程式や連

立常微分方程式の場合にも同様にしてオイラー法やホイン法を適用できる。

高階常微分方程式 まず高階方程式の例として３階の常微分方程式

d�y

dx�
� f�x� y� y�y���

y�x�� � y��

y��x�� � y��

y���x�� � y�� ������

を考える。ただし，本節では y の右肩の数字はべき乗ではなく添字とする。

このとき，

y� � y� y� � y�� y� � y�� ����
�

として新しい従属変数 y�，y�，y� を代入すると，方程式 ������は次のよう

な３元連立常微分方程式に書き直せる。

dy�

dx
� y�

dy�

dx
� y�

dy�

dx
� f�x� y�� y�� y��

y��x�� � y�� � y��x�� � y�� � y��x�� � y�� ������
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一般の場合も同様にして，高階常微分方程式は連立常微分方程式に変換でき

る。したがって，ここでは後者の数値解法のみを考える。

連立常微分方程式 連立常微分方程式の一般形として，次のm元連立常微分

方程式を考える。

dy�

dx
� f��x� y�� y�� � � � � ym�

dy�

dx
� f��x� y�� y�� � � � � ym�

���
dym

dx
� fm�x� y�� y�� � � � � ym� ������

この連立常微分方程式に対し，オイラー法やホイン法の考え方はそのまま適

用できる。たとえばオイラー法では，次のようにして x � xiでの近似解から

x � xi��での近似解を求めればよい。

Y �
i�� � Y �

i 
 hf��x� Y �
i � Y

�
i � � � � � Y

m
i �

Y �
i�� � Y �

i 
 hf��x� Y �
i � Y

�
i � � � � � Y

m
i �

���

Y m
i�� � Y m

i 
 hfm�x� Y �
i � Y

�
i � � � � � Y

m
i � ������

同様にしてホイン法を連立常微分方程式に対して拡張することは，章末問題

とする。
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第�章の問題

問題 �

２階常微分方程式の初期値問題

d�x

dt�
� �x� x��� � �� x���� � �

に対する数値解法を考える。

��� この方程式を連立１階常微分方程式に書き直せ。

��� 上記 ���の方程式に対するオイラー法の反復式（第 nステップでの数値

解がわかっているときに第 n
�ステップでの数値解を求める式）を導

出せよ。ただし，刻み幅を hとする。

��� 上記 ���の方程式に対するホイン法の反復式を導出せよ。ただし，刻み

幅を hとする。

�
� 上記の方程式にホイン法を nステップ実行して得られる解を nと hの

関数として表せ。ホイン法による数値解では，上記の方程式の解析解が

持つある重要な性質が失われるが，それは何か。

（ヒント： 　行列のべき乗を計算するには対角化を行うこと。）

問題 �

��� 常微分方程式 dy

dx
� �y� y��� � �� � � x � �をオイラー法で解け。

ただし，刻み幅を h � ���とし，各点において解析解との誤差を求めよ。

��� 上記の方程式を同じ刻み幅のホイン法で解け。また，各点において解析

解との誤差を求め，���で求めた誤差と比較せよ。

問題 �

常微分方程式 dy

dx
� f�x� y�，a � x � b，y�a� � y�を刻み幅 hのオイラー

法で解くことを考える。ただし，f�x� y�はリプシッツ条件

jf�x� y�� f�x� z�j � Kjy � zj （Kは正の定数） ������

を満たすとする。このとき，大域離散化誤差が O�h�であることを次の手順

で証明せよ。

��� xi � a
 ihとし，オイラー法で求めた x � xiにおける解を yiとする。

このとき，yi��を yiを使って表せ。
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��� x � xiにおける真の解を y�xi�とすると，オイラー法の局所離散化誤差

が O�h��であることから，y�xi���は y�xi�を使って次のように表せる。

y�xi��� � y�xi� 
 hf�xi� y�xi�� 
 ch� ������

x � xiにおける大域離散化誤差を ei � y�xi� � yiとするとき，������

式，上記設問 ���の結果，およびリプシッツ条件 ������を使うことによ

り，jei��jの上界を jeijの式で表せ（ヒント： 　三角不等式を使うこと）。

��� 上記 ���で求めた式を繰り返し使うことにより，jeijの上限を i� c� k� h

を使って表せ（ヒント： 　e� � �）。

�
� 上記 ���の結果を変形することにより，オイラー法の大域離散化誤差

が O�h�であることを示せ（ヒント： 　不等式 � 
 hx � ehx，および

ihK � �b� a�Kを使うこと）。

問題 �

��� 問題１で示したように，オイラー法の大域離散化誤差は O�h�である。

このことを用いて，刻み幅 hのオイラー法問題の結果と刻み幅 �hのオ

イラー法の結果から，より精度の良い結果を得る方法（オイラー法に対

するリチャードソン加速）を考案せよ。

��� 常微分方程式 dy
dx

� �y� y��� � �� � � x � � を �a� 刻み幅を

h � ���のオイラー法，�b� 刻み幅 h � ���のオイラー法，�c� 前記２

つの方法の結果に ���の加速法を適用した方法，の３つの方法で解き，

それぞれについて解析解との誤差を求めよ。


