
���� ブラウン運動 ��

簡単な例 ブラウン運動から生成される確率過程のもっとも簡単な例として，

次のように a�t�Xt�，b�t�Xt�が定数の場合が考えられる。

dXt � �dt� �dBt （�，�は定数） ������

この確率微分方程式は次のようにして簡単に解くことができる。まず，式

������において dXt，dBtはそれぞれ確率過程Xt，Btの微小時刻 dtの間に

おける増分であるから，この定義に従って式を書き直すと，

Xt�dt �Xt � �dt� ��Bt�dt �Bt� ����	�

ここで，式 ����	�に t � 
� dt� �dt� � � � � t� dtを順に代入すると，

Xdt �X� � �dt� ��Bdt �B��

X�dt �Xdt � �dt� ��B�dt �Bdt�

���

Xt �Xt�dt � �dt� ��Bt �Bt�dt� ����
�

これらをすべて足し合わせて B� � 
に注意すると，

Xt �X� � �t� �Bt ������

すなわち，

Xt � X� � �t� �Bt ������

こうして，確率微分方程式を解いてXtを Btの関数として陽に表すことがで

きた。

式 ������から明らかなように，Xtは単調増加する確定的な成分 �tとブラ

ウン運動に比例する成分 �Btとから成っている。この �をドリフトと呼ぶ。

Xtをシミュレーションした結果を図 ����に示す。
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図 ���� ドリフトを持つブラウン運動のサンプルパス
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第�章 ブラック�ショールズの資産
価格モデル

本章では，時間が連続で価格も連続的に変化する場合の資産価格モデルを扱

う。このようなモデルのうち，もっとも簡単なモデルがブラック�ショールズ

の資産価格モデルである。本章では，前章で学んだ確率過程の理論を基礎と

してこのモデルを学ぶ。また，伊藤の公式を用いて資産価格をブラウン運動

の関数として表す方法，資産価格のシミュレーションを行う方法についても

議論する。

��� 資産価格のモデル化

����� 安全資産のモデル

���節で考えたオプション価格計算のための簡単なモデルでは，株式の他に

安全資産と呼ばれる利回りが確定した資産の存在を仮定した。ここでは連続

時間でかつ価格が連続的に変化する場合に，安全資産のモデル化を考える。

まず，簡単なモデルでは，�円を安全資産に投資した（たとえば銀行に預け

た）場合，１年後（満期を１年後とする）に R円の利子が付くと仮定した。

これは元金�利子が１年後に不連続な変化をすることを意味するが，ここで

は数学的な扱いやすさのため，連続的な変化をするモデルを考えたい。

そこで，１年を n等分し，各区間において区間の最初における元金の r

n
の

利子が付くというモデルを考える。更に，付いた利子は直ちに元金に繰り入れ

ることにする。すると，これは複利計算になるから元金は各区間ごとに �� r

n

倍に増え，１年の終わりには１円の元金は
�
� � r

n

�n
円となる（図 ���）。

ここで n��とすると，
�
� �

r

n

�n
� er �����

となる。したがって，

er � � �R �����

と rを定めれば，連続的に利子が付き，かつ１年後の利子の合計が Rとなる

ようなモデルが作れる。この rを連続複利利子率と呼ぶ。
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図 ��� ドリフトを持つブラウン運動のサンプルパス

連続複利利子率が rのとき，時刻 
でM� 円を安全資産に投資したとする

と，時刻 tでのその価値は

Mt � M�e
rt �����

となる。したがってMtの満たす微分方程式は

dMt

dt
� rM�e

rt � rMt， �����

確率微分方程式と同様の形式で書くと

dMt � rMt dt �����

あるいは

dMt

Mt

� r dt �����

となる。一般に，式 �����の左辺のように投資によって得られる収益を投資額

で割った値を収益率と呼ぶ。式 �����は安全資産の微小時間 dtにおける収益

率が rdtであることを示す。

����� 危険資産のモデル

次に，株式，為替レートなど，価格が確率的に変動する危険資産のモデル

化を考える。いま，危険資産の時刻 tにおける価格を Stとするとき，微小時

間 dtにおけるその収益率は

St�dt � St

St
�

dSt

St
�����

である。この収益率を次のように２つの部分の和としてモデル化する。��
�
確定的な部分 � dt

確率的な部分 � dBt

�����



���� 伊藤の公式 �	

このうち確定的な部分からは，安全資産と同様，収益率 �dtで確実な収益が

得られる。一方，確率的な部分からの収益はブラウン運動の増分 dBtにより

定義される。ブラウン運動の性質より dBt � N�
� dt�であるから，確率的な

部分からの収益率は N�
� ��dt�に従う確率変数となる。これらを合わせて St

の時間変化は

dSt

St
� � dt� � dBt ���	�

あるいは

dSt � �St dt� �St dBt ����
�

とモデル化される。このモデルをブラック�ショールズモデルと呼ぶ。

�は確率的な変動の激しさを表す量であり，ボラティリティと呼ばれる。一

般に，安定した会社の株価は収益率は低いがボラティリティも小さいため暴

落などのリスクが小さく，一方，ベンチャー企業の株価は収益率は高いがボ

ラティリティも大きいためリスクが大きい。このように，ブラック�ショール

ズモデルでは，様々な危険資産を収益率とボラティリティという２つのパラ

メータによって特徴付ける。

��� 伊藤の公式

ブラック�ショールズモデルの下では，株価はどんな動きをするのだろうか。

この疑問に答えるには，式 ����
�の確率微分方程式を解き，株価を Btの関

数として表す必要がある。本節では，そのために用いる伊藤の公式について

述べる。伊藤の公式は，次章でブラック�ショールズ方程式を導くにあたって

も重要な役割を果たす。

いま，確率微分方程式

dXt � a�t�Xt� dt� b�t�Xt� dBt ������

によって定義される確率過程 Xtに対し，その関数 f�t�Xt�を考える。ここ

で，関数 f� a� bは十分滑らか，すなわち必要な回数だけ微分可能であるとす

る。このとき，微小時間 dtにおける f�t�Xt�の変化 df はテイラー展開によ

り次のように書ける。

df �
�f

�t
dt�

�f

�Xt

dXt �
�

�

��f

�X�
t

�dXt�
� � � � �

�
�f

�t
dt�

�f

�Xt

�a dt� b dBt�

�
�

�

��f

�X�
t

�a� dt� � �ab dt dBt � b� dB�
t � � � � � ������
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いま，O�dt�までの項を考えることにすると，dt�という因子を持つ項は消え

る。また，dBt � O�
p
dt�であるから，dt dBtという因子を持つ項も消える。

一方，dB�
t � O�

p
dt
�
��O�dt�であるから，この因子を持つ項は残る。この

因子の期待値を計算すると，

E
�
�dB�

t
�
�

� E
�
�dB�

t
�
�
� �E �dBt��

�

� V �dBt�

� dt ������

となるが，詳しい数学的議論を行うと，実は式 ������において dB�
t をこの期

待値 dtで置き換えてよいことがわかる�。そこで，式 ������でこの置き換え

を行い，dtの１次までの項を取って整理すると次のようになる。

df �

	
�f

�t
�

�f

�Xt

a�t�Xt� �
�

�

��f

�X�
t

�b�t�Xt��
�



dt�

�f

�Xt

b�t�Xt� dBt

������

これを伊藤の公式と呼ぶ。

��� 資産価格の解

伊藤の公式を利用すると，式 ����
�の確率微分方程式を解くことができる。

いま，Stの関数 xt � logStを考えて伊藤の公式を適用すると，

dxt �

	
��logSt�

�St
�St �

�

�

���logSt�

�S�
t



dt�

��logSt�

�St
�St dBt

�

	
�

S
�St �

�

�

�
� �

S�
t

�
��St�

�



dt�

�

S
�St dBt

�

�
�� �

�
��
�
dt� � dBt ������

よって xtは定数係数の確率微分方程式を満たす。これは �����節で述べた方

法によって解くことができ，解は

xt � x� �

�
�� �

�
��
�
t� �Bt ������

となる。ここで，St � exp�xt�であることを用いると，資産価格は

St � S� exp

	�
�� �

�
��
�
t� �Bt



������

と Bt の関数として求めることができる。このように，ブラウン運動の指数

関数として定義される確率過程を幾何ブラウン運動と言う。
�df が正確には確率積分として定義されることによる。たとえば 津野義道「ファイナンスの

確率積分 � 伊藤の公式，Girsanovの定理，Black�Scholesの公式」，共立出版，�����を参照。
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��� 資産価格のシミュレーション

確率微分方程式の解 ������を用いると，資産価格のシミュレーションを行

うことができる。いま，区間 �	� T 
を n等分し，離散的な時点

t� � 	� t� � h� t� � �h� � � � � tn � T �����

での資産価格をシミュレーションすることを考える。h � T�nとすると，

Sti
� S� exp

��
�� �

�
��
�
ti�� � h� �

�
Bti��

�
�
Bti

�Bti��

���

� S� exp

��
�� �

�
��
�
ti�� � �Bti��

�

� exp

��
�� �

�
��
�
h� �

�
Bti

�Bti��

��

� Sti��
exp

��
�� �

�
��
�
h� �

�
Bti

�Bti��

��
������

ここで，Bti
�Bti��

� N�	� h�であるから，Bti
�Bti��

� N�	� h�は標準正

規分布に従う乱数 riを用いて
p
hriと書ける。これより，シミュレーション

のアルゴリズムは次のようになる。

S�を設定

do i��� n

N�	� ��に従う乱数 riを発生

Sti
� Sti��

exp
n�

�� �

�
��
�
h� �

p
hri

o
end do

本アルゴリズムに基づき � � 	�	�，� � 	��の場合に資産価格のシミュレー

ションを行った例を図 ���に示す。ただし，期間は �	� �
とし，n � �			と

して３通りのサンプルパスを生成した。この �，�の値は，比較的安定した

企業の株価の場合に相当する。

また，同じ条件で � � 	��，� � 	��の場合のシミュレーションを行った例

を図 ���に示す。この �，�の値は，ハイリスク・ハイリターンのベンチャー

企業などの場合に相当する。図 ���と比べると値動きは激しいが，値上がり

した場合は大きな利益が得られる様子がシミュレーションできていることが

わかる。
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図 ���� 資産価格のサンプルパス（� � 	�	�，� � 	��）

図 ���� 資産価格のサンプルパス（� � 	��，� � 	��）
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第�章 ブラック�ショールズのオプ
ション価格公式

本章では，ブラック�ショールズの資産価格モデルに基づき，ヨーロピアンオ

プション価格の公式を求める。そのため，まず第 �章で述べた簡単なモデル

の場合と同様に複製ポートフォリオを考える。そして，これに対して無裁定

条件を適用することにより，オプション価格の満たす偏微分方程式を求める。

この方程式は変数変換を用いて解析的に解くことができ，その結果がブラッ

ク�ショールズのオプション価格公式となる。

��� ブラック�ショールズの偏微分方程式

第 �章で扱った簡単なモデルでは，時刻 T においてオプションと同じペイ

オフを持つような安全資産と株式の組み合わせ（複製ポートフォリオ）を考

え，時刻 T で同じ価値を持つ資産は時刻 	においても同じ価値を持たなけれ

ばならないという原理（無裁定条件）から時刻 	におけるオプションの価格

を導いた。

ブラック�ショールズモデルの場合のオプション価格導出も，原理は全く同

じである。ただし，今度は株式とオプションからなる複製ポートフォリオを

考え，それが微小時間 dtの間に安全資産と全く同じ（すなわち確定的な）収

益を上げるように両者の比率を調節した上で，このポートフォリオに対して

無裁定条件を適用する。

いま，資産 Stに対するオプションを考え，時刻 t，株価 St のときのオプ

ション価格がこの２つの関数として V �t� St�と書けると仮定する�。このとき，

伊藤の公式より，時刻 tと t� dtの間の V の微小変化 dV は次のようになる。

dV �

�
�V

�t
�

�V

�S
�S �

�

�

��V

�S�
��S�

�
dt�

�V

�S
�S dB �����

ただし，表記の煩雑さを避けるため，St，Btなどの添字は省いた。ここで，

オプション１単位と資産��単位からなるポートフォリオを考える。ただし，
�は定数とする。このポートフォリオの微小時間 dtにおける価値変化は式

�オプション価格がこの２つのみの関数として書け，t より前の資産価格 fSsjs � tgには依
存しないということは自明ではないが，ヨーロピアンオプションの場合にはこの仮定は正しいこ
とが示せる。



�� 第 �章 ブラック�ショールズのオプション価格公式

�����および式 ����	�より，

d�V ��S� �

�
�V

�t
�

�V

�S
�S �

�

�

��V

�S�
��S� ���S

�
dt

�

�
�V

�S
��

�
�S dB �����

となる。


