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1.前回の復習

前回の講義では、連立一次方程式 Aｘ=ｂをガウスの消去法で解くことと、AをLU分解して、LUｘ=bとして解くことは等価である、ということとLU分解の一意性を示した。

◆LU分解のプログラムの一例（=ガウスの消去法）

Aがｎ×ｎの密行列であるときのAｘ=ｂをＬＵ分解する。
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　do k = 1, n

     do i = k+1, n

        lik = aik(k) / akk(k)
          do j = k+1, n

            aij(k+1) = aij(k)‐likakj(k)       Ak(k+1) = Ak(k)‐bcT

          end do　　　　　　　　　　　行列のrank-1更新

     end do　　　　　　　　　　　　　 level-2　BLAS

  end do

2.LU分解のブロック化

LU分解を行う際、行列の乗算をそのままでやるのではなく、行列をＬ×Ｌのブロックに分割し小行列と小行列の乗算の形式にすると、効率的にキャッシュを利用できるため、高速化が可能となる。ブロックを行列の要素とみなし、アルゴリズムを再構成する。

◆ブロック化したアルゴリズムでのLU分解のプログラムの一例

　　do K = 1, N

       AKK = LKUK                      LU分解

       do I = K+1, N

          LIK = AIKUKK –1　　　　　　　　 ブロックピボット列の作成

       end do

       do J = K+1, N

          UKJ = LKK –1AKJ                ブロックピボット行の作成

       end do

       do I = K+1,N

          do J = K+1,N

             AIJ = AIJ‐LIKUKJ　･･･(※)   行列乗算
          end do　　　　　　  　　　　　level-3 BLAS
       end do

    end do

このプログラムでは、(※)の部分の演算が、全体の演算量の大部分を占める。この時、この演算は行列乗算であるためBLAS３が適用できる。つまりこのプログラムによりかなりの高速化が見込まれる。実際、Opteron(1.6GHz)上での測定結果によると、行列をそのままLU分解した場合は、プロセッサのピーク性能の10％未満、ブロック化して計算した場合はピーク性能の65％以上の性能を達成できる。
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3.LU分解の並列化（共有メモリ型計算機）

3-1.メインループの並列化

　　LU分解プログラムの分解


$!OMP PRALLEL,PRIVATE(J)

プライベート変数として指定


do I=K+1,N



完全並列



do J=K+1,N


完全並列



    AIJ=AIJ-‐LIJUIJ


enddo


enddo

3-2.ブロックピボット列の作成


[image: image2]
　　プログラムの流れ


do K=1,N



①AKKのLU分解


1プロセッサのみで担当（不均等）



②ブロックピボット列の作成
1プロセッサのみで担当（不均等）



③ブロックピボット行の作成
全てのプロセッサで担当（均等）



④消去演算


負荷均等


enddo

	


3-2-1.ブロックピボット列の作成（プロセッサ使用の流れ）


[image: image3]
　問題点・・・①、②の作業は、1プロセッサのみで担当されるため、アイドル状態になるプロセッサが存在し、そのことが性能向上の痛手となる。

3-3.パイプライン式並列化（ブロックピボット列作成の問題点を解消）

第Ｋ段での消去の際に、第Ｋ＋１段でのブロックピボット列作成を先行して行う。
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ながら作業を行うのと同じで、後で良い仕事は後回しにして、他のプロセッサが使うデータを作る仕事を優先する。（OpenMPのParallel Sectionsを使う）

4.LU分解の並列化（分散メモリ型計算機）

4-1.データの分割方法

ブロック分割・・・CPUがN台のとき各CPUに連続した1/Nのデータ領域を割り当てる。ガウス消去法などの計算では最後の方は右にあるブロックしか使われなくなるためCPUの負荷が均等でなくなる。この分割方法はFFTなど全ての最初から最後まで一貫して全てのブロックが均等に使われる演算に有効である。


[image: image5]
ブロック列分割　　　　　　　　　　ブロック行分割　　　　　双方向ブロックサイクリック分割

4-2.データ転送

4-2-1.ブロック列分割の場合


[image: image6]
列部分は、全プロセッサにbroadcastする必要がある。

行部分は、自分で必要なものは保有しているのでその必要はない。その為に、転送量の計算において、係数は1となる。

転送量
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プロセッサ数を増やすと転送時間が増大・・・望ましくない

4-2-2.双方向ブロックサイクリック分割の場合


[image: image8]
列部分と行部分で、
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個のプロセッサにbroadcastする必要があるので、転送量の計算において、係数が2となる。

転送量
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プロセッサ数とともに転送時間が減少・・・非常に望ましい並列化
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アイドル状態





①～④：K段目、①～④：K+1段目、①～②：K+2段目
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