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1 ヘッセンベルグ行列への変換

ヘッセンベルグ行列とは，対角成分より 1つ

下まで要素がある行列．

図 1 ヘッセンベルグ行列

ヘッセンベルグ行列の作り方は以下の通りで

ある．まず，図 2のような行列に対して，図 3

のように a1 の第 2要素以下を 0にする鏡像変

換行列 Q1 を左からかける．となるような操作

を行う．

図 2 ステップ 1 図 3 鏡像変換

これにより，Aの第 1列の第 3要素以下は 0

に消去される。次に，相似変換とするため，Q∗
1

を右からかける。0に消去された部分は，この

操作によって影響を受けない。同様の操作を図

4，図 5といった具合に繰り返していく．

n-1回同様の操作を繰り返すことで，図 6の

ようにヘッセンベルグ行列ができる．

2 ヘッセンベルグ行列の固有値計算

A: n×n 非対称行列

図 4 ステップ 2 図 5 ステップ 3

図 6 ステップ n-1

Asi=λisi

j–1j > j–2j > ´ ´ ´ > j–nj,i = 1; 2; ´ ´ ´ ; n

2.1 べき乗数

• 絶対値最大の固有値 (λ1) と対応する固有

ベクトルを求める．

＜アルゴリズム＞

x0: 初期ベクトル (長さ 1)

do i=1,2,· · ·
xi=Axi−1

end do

xi→si (i→∞のとき)

＜べき乗法の解析＞

{s1, s2, s3, · · · , sn}は 1 次独立．すなわち，

n次元空間の基底となる．よって

x0=
n∑

j=1

cjsj

1



と書くことができる．アルゴリズム中では 1ス

テップごとに xi の規格化を行っているが，最

後にまとめて規格化を行っても数学的には同じ

なので，以下では後者のアルゴリズムに対して

解析を行う。

xi = Aix0
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n∑
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cjλ
i
jsj

であることから，
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j̸=1 の 時 (λj/λ1)i→0 　

(i→∞)

ゆえに

xi

∥xi∥
→

c1s1

∥c1s1∥

となる．

また，固有値の求め方は以下の通りである．

x∗
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∥xi∥2
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s∗
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∥s1∥2
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λ1s∗

1s1

∥s1∥2
2

=λ1

2.2 直交化つき同時反復法

• p本の固有ベクトルからなる不変部分空間

と，p個の固有値を求める．

＜アルゴリズム＞

Z0: n×p　列直交行列

do i=1,2,· · ·
Yi := AZi−1

Yi → ZiRi (QR分解)

end do

性質

span(Zi) → span{s1, s2, · · · , sp}

ここで，

span(Zi) = span{zi1, zi2, · · · , zip}

span{s1, s2, · · · , sp}

= {

p∑
i=1

cisi|ci ∈R}

Z∗
i AZi が，固有値 λ1, λ2, λ3, · · · , λp を対

角要素とする上三角行列に収束する．
λ1 ∗

λ2

. . .
O λp


解析

span(Zi) = span(Yi)

= span(AZi−1)
...

= span(AiZ0)

= span(SΛiS−1Z0)

上記の変形は以下の理由で可能となってい

る．

Asi=λisi⇒A=SΛS−1 より

Ai=SΛiS−1

ここで，

SΛiS−1Z0

=Sλi
pBS−1Z0

B =



(
λ1

λp

)p ∗
. . .

1
. . .

O (
λn

λp

)p
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BS−1Z0 ≡
[

Vi

Wi

]

すると Wi → 0 (i → ∞)

(なぜならWi は S−1Z0 の下部の n − p行に

(
λp+1

λp

)i,. . . ,(
λn

λp

)p をかけたもの)

そこで

S = [s1, s2, . . . , sp, sp+1, . . . , sn]

= [Sp , Ŝp] とおくと

p n-p

SΛiS−1Z0 = λi
p

[
Sp Ŝp

] [
Vi

Wi

]
= λi

p(SpVi + ŜpWi)

→ 0

→ λi
pSpVi

以上より

span(Zi) → span(SpVi)

= span(Sp)

= span{s1, s2, . . . , sp}

Ai ≡ Z∗
i AZi , Zi = [Z1i , Z2i] とすると

Ai =

[
Z∗

1i

Z∗
2i

]
A

[
Z1i Z2i

]

=

[
Z∗

1iAZ1i Z∗
1iAZ2i

Z∗
2iAZ1i Z∗

2iAZ2i

]
= 0

Zi は Aの不変部分空間に収束するから

span(AZ1i) = span(Z1i)

これは Z2i と直交

Ai は上三角行列に収束

A∞ ≡ limi→∞ Ai

Z∞ ≡ limi→∞ Zi

→ A∞ ≡ Z∗
∞AZ∞ = R

Aの schur分解

このとき Rの対角要素は Aの固有値

なぜなら

・固有値は相似変換で不変

・上三角行列の固有値は対角要素

(上三角行列の行列式は対角要素の積であるこ

とを使う)

2.3 QR法

同時反復法

Yi+1 = AZi

Yi+1 → Zi+1Ri+1 より

ここで Ai ≡ Z∗
i AZi とおく

すると AZi = Zi+1Ri+1 より

Ri+1 = Z∗
i+1AZi

Ai = Z∗
i AZi

= Z∗
i Zi+1Ri+1

Qi+1 (Aの QR分解)

Ai+1 = Z∗
i+1AZi+1

= Z∗
i+1AZi · Z∗

i Zi+1

= Ri+1Qi+1

QR法

＜アルゴリズム＞

Ai = A

do i = 1, 2, · · ·
Ai → QiRi

Ai+1 = RiQi

end do
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