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� はじめに

将来のある時点において，株式や外貨などの金融

資産を予め決められた価格で購入（売却）する権利

のことをコール・オプション（プット・オプション）

と呼ぶ．たとえば，�ヵ月後に �ドルを ���円で買う

権利はコール・オプションの例である．オプションを

利用すると市場変動による損失のリスクを回避でき

るため，近年日本でもオプションの需要は大きく伸

びている．上記の例は権利行使時点が予め定められ

ている最も単純なオプション（ヨーロピアン・オプ

ション）であるが，権利行使時点を保有者が自由に

選べるオプション（アメリカン・オプション）など，

様々な特性を持つ複雑なオプションも広く用いられ

ている ��������．また，最近では，天候デリバティブ

や電力デリバティブなど，金融資産以外に対するオ

プションも重要性を増している．

オプションを入手するには代価を支払うことが必

要であり，その代価をオプションの価格と呼ぶ．無裁

定条件と呼ばれる経済学的な仮定を採用すると，こ

の価格は，オプションから得られる利益のある確率

測度の下での期待値として計算できることが示され

る ����．特に，資産価格が幾何的ブラウン運動に従

うと仮定した場合，ヨーロピアン・オプションに対し

てはこの期待値が解析的に計算でき，有名なブラッ

ク�ショールズのオプション価格公式が導かれる ���．

しかしアメリカン・オプションをはじめとする複雑

なオプションの場合，あるいはヨーロピアン・オプ

ションでももっと複雑・現実的な資産価格モデルを

用いた場合は，オプション価格が解析的に求められ

ない場合が多く，数値計算の利用が必須となる．

そこで本稿では，オプション価格の数値計算法の

最近の発展について，筆者らの研究を中心に述べる．

特に，高速性・高精度性という面から注目されてい

る高速積分変換を用いたアルゴリズムについて，そ

の原理と種々のオプションへの適用方法を述べるこ

とを目的とする．

以下では，まず �章で様々なオプションの概要を

述べ，次に �章でオプション価格計算の原理と従来

の価格計算法について簡単に説明する．�章では，ア

メリカン・オプションと経路依存型と呼ばれるオプ

ションを例にとり，高速積分変換に基づくアルゴリ

ズムの概要を述べる．�章では天候デリバティブな

ど，他のオプションへの拡張について紹介する．最

後に 	章でまとめを述べる．

� 様々なオプション

��� ヨーロピアン・オプションとアメリカ
ン・オプション

前節の最初で例に挙げたオプションのように，予

め定められた将来のある時点でのみ権利行使が可能

なオプションをヨーロピアン・オプションと呼ぶ．こ

の時点をオプションの満期と呼ぶ．以下ではオプショ

ンの売買が行われる時点を時刻 �，満期を時刻 T と

する（図 �参照）．また，予め決められた購入（売

却）価格を行使価格と呼び，Kで表す．また，権利

行使によりオプションの保持者が得られる利益をペ

イオフと呼ぶ．時刻 tにおける資産価格を Stとする

と，ヨーロピアン・コール・オプションの保持者は

満期 T において市場価格 ST の資産を価格 K で買

うことができるから，もし株価が図 �の経路Aのよ

うに変化して ST � Kとなったならば，ペイオフは

ST �Kである．一方，もし経路Bのように変化して

ST � K となったならば，権利を放棄する方が得策

であり，このときペイオフは �となる．これらを合

わせて，ペイオフは 
ST �K�� � max
ST �K� ��



と書ける．

図 �� 資産価格の時間変化とペイオフ

一方，� � t � T の任意の時点で権利行使が可能

なオプションをアメリカン・オプションと呼ぶ．時

刻 � で権利行使をする場合，アメリカン・オプショ

ンのペイオフは 
S� �K��である．アメリカン・オ

プションは保持者により大きな自由度を与えるため，

一般にヨーロピアン・オプションより高価である．ま

た，区間 ��� T �中の予め決められた n  �個の時刻

t�� t�� � � � � tn のどれかにおいてのみ権利行使可能な

オプションもあり，バミューダン・オプションと呼

ばれる．アメリカン・オプションもバミューダン・オ

プションも，ヨーロピアン・オプション同様，市場

で広く取引されている．

��� 経路依存型オプション

ヨーロピアン・オプションは資産の時刻 T での価

格 ST のみによりペイオフが定まる．これに対し，資

産価格 Stが区間 ��� T �においてどんな経路を辿って

変化してきたかによってペイオフが異なるオプショ

ンもあり，経路依存型オプションと呼ばれる．

代表的な経路依存型オプションとしては，St が

��� T �で一度でもある値H 以上（あるいは以下）に

なると権利が消滅するバリア・オプションがある．た

とえば，St � Hとなった時点で権利が消滅するオプ

ションはダウン・アンド・アウト型のバリアオプショ

ンと呼ばれる（図 �参照）．また，満期において資産

を ��� T �中の最高値で売却できるルックバック・オ

プションも経路依存型オプションの例であり，その

ペイオフは MT � max��t�T Stを用いてMT � ST

と書ける．また，満期において期間中の資産価格の

平均値 �S � �

T

R
T

�
St dtで資産を購入できるアジア

ン・オプションもあり，そのペイオフは 
ST � �S��

である．

図 �� ダウン・アンド・アウト型のバリア・オプション

これらのオプションには，バリア越えのチェック，

最大値の検出，平均値の計算などを離散的な時点

t�� t�� � � � � tn での資産価格のみを使って行う離散型

の経路依存型オプションという変種もあり，実際に

はこちらの方がよく使われる．

なお，前項で述べたヨーロピアン／アメリカンの

区別と経路依存性とは独立な概念であり，たとえば

アメリカン・ルックバック・オプションという変種

も存在する．

��� 複数の資産に依存するオプション

以上では１種類の資産価格 St のみによってペイ

オフが決まるオプションを説明したが，ペイオフが

�種類以上の資産価格に依存するオプションもある．

たとえば，満期において資産 S�を S�と交換する権

利であるスプレッド・オプションの場合，ペイオフ

は 
S�
T
� S�

T
��となる．また，たとえば日本円で米

国の株式を購入できるクウォント・オプションもあ

り，為替レートを S�（円／ドル），株式の価格を S�

（ドル），行使価格をK（円）とすると，そのペイオ

フは 
S�
T
S�
T
�K��（円）となる．また，�種類以上

の資産価格に依存するオプションも利用されている．

��� 天候デリバティブ

以上では金融資産に対するオプションを説明した

が，それ以外のオプションとして，たとえば天候デ

リバティブがある ����．天候デリバティブとは，気

象条件による売上げ・利益の変動にさらされている

事業体が損害保険会社などに予め契約料金を支払い，

将来一定の気象条件が満たされた場合に補償金（ペ

イオフ）を受け取る契約である．たとえば気温デリ

バティブでは，観測期間（N 日間とする）における



各日の気温 Tn（� � n � N）の関数としてペイオフ

が定まり，平均気温 �

N

P
N

n��
Tiに対するオプション，

最高気温 maxfT�� T�� � � � � TNgに対するオプション

などがある．

以上で説明したのは代表的なオプションであるが，

オプションには他にも様々な種類が存在する．詳し

くは，たとえば ����を参照されたい．

� オプション価格計算の原理と従
来の価格計算法

��� オプション価格計算の原理

これらのオプションを売買するに当たっては，そ

の妥当な価格を計算することが必要である．そのた

めには，まず資産価格 Stの変動をモデル化すること

が必要である．もっとも簡単なモデルとして，Stが

幾何的ブラウン運動に従う場合，すなわち

dSt � �Stdt �StdWt 
��

の場合がブラック�ショールズモデルと呼ばれ，広く

利用されている．ここで，Wtはウィーナー過程，�

は資産の期待収益率（定数），�はボラティリティと

呼ばれる資産価格の変動の大きさを表す定数である．

このモデルの下での（時刻 �での）オプションの価

格は，オプションのペイオフを fStg
T

t��の汎関数と

して h
fStg�と書くとき，その期待値として

Q�
S�� � e�rTE��h
fStg�� 
��

と決めるのが合理的であることが示されている ����．

ここで，rは銀行預金などの無危険資産の利子率（定

数）で，e�rT はオプションから得られる利益が時刻

T でのものであるのに対してオプションの代価を支

払うのが時刻 �であることを補正するための割引率

である．また，E�はリスク中立確率の下での時刻 �

における期待値演算子であり，これは資産価格が別

の幾何的ブラウン運動

dSt � rStdt �StdWt 
��

に従うとしたときの期待値演算子として定義される．

単純な（経路依存型でない）ヨーロピアン・オプショ

ンに対しては式 
��の期待値が解析的に計算でき，ブ

ラック�ショールズの価格公式が導かれる．

ブラック�ショールズモデルを改良したモデルとし

ては，資産価格が不連続に変化する効果（ジャンプ）

を取り入れたマートンのモデル ����やVG（Variance�

Gamma）モデル ����，資産価格に加えてボラティ

リティの確率的変化も取り入れられる AJD（A�ne

Jump�Di�usion）モデル ����などがあり，活発に研

究されている．これらのモデルに対しても，ジャン

プによるリスクが分散可能などの適当な仮定を置け

ば，式 
��の期待値によりオプション価格を計算で

きることが知られている ����．

なお，価格計算に当たっては，�個のオプション

の価格を求めるだけでなく，行使価格Kの異なる複

数のオプションの価格を同時に求めることや，行使

価格，ボラティリティなどの様々な因子に対する価

格の感応度（偏微分係数）を求めることも実務上重

要である．

��� 従来の価格計算法

アメリカン・オプションや経路依存型オプション

の多くについては，式 
��の期待値を陽的に与える

公式は知られておらず，価格を求めるには数値計算

が必要である．

前節で挙げた種々のオプションに対してよく使わ

れる数値計算法の例としては，モンテカルロ法，�項

モデル，差分法が挙げられる ��������．モンテカルロ

法では，資産価格の確率過程に基づいて数多くのサ

ンプルパスを発生させ，各パスに対してペイオフを

求めてその平均を計算することにより，期待値を近

似する．一方，�項モデルでは，資産価格の確率過

程を格子上の離散的な確率過程で近似することによ

り，期待値を近似する．差分法では，オプション価

格の満たす偏微分方程式（式 
��のモデルの場合は

ブラック�ショールズの偏微分方程式）を導き，それ

を差分近似により解く．

これらの数値計算法は実装が簡単であり，様々な

オプションに適用できることから広く用いられてい

るが，収束が遅いこと，�項モデルや差分法は資産

価格にジャンプがあるモデルに対して直接の適用が

困難であることなどの問題点がある．



� 高速積分変換に基づくオプショ

ン価格計算法

��� 離散型バリア・オプションへの適用

これらの従来手法に対して，最近，オプション価格

をフーリエ変換あるいは畳み込み積として表現し，こ

れに FFTや高速多重極展開法などの高速積分変換を

適用して解を求める方法が提案され，高速性や高精度

性という面から注目されている ����������������������	�．

本節では，離散型バリア・オプションを例にとり，そ

のアルゴリズムの概要を説明する ���．なお，本章で

は簡単のため，資産価格はブラック
ショールズモデ

ルに従うと仮定する．

満期が T，行使価格が K，バリアレベルが H の

ダウン・アンド・アウト型のバリア・オプションを

考える．バリア越えのチェックは，n � � 個の時点

t� � �� t�� t�� � � � � tn � T のみで行うとする．いま，

Si � Sti とおき，PiS�dSを Si � H（� � �j � i）

でかつ S � Si � S � dSが成り立つ（リスク中立）

確率とする．すると，PnS�dSはオプションが時刻

T で生き残り，かつ S � ST � S� dSとなる確率を

表すから，式 ��とダウン・アンド・アウト型オプ

ションの定義より，時刻 �におけるオプション価格

QDOC
� S��K�H�は次のように書ける．

QDOC

� S��K�H� � e�rT
Z
�

K

PnSn� Sn �K� dSn

	�

さらに，資産価格の推移確率密度を pSijSi���とす

ると，fPiSi�gni�� は次の漸化式を満たすことがわ

かる．

P�S�� �

�
pS�jS�� if S� � H�

� otherwise�
��

PiSi� �

���
��
R
�

H
pSijSi��� Pi��Si��� dSi��

if Si � H�

� otherwise�

��

i � �� � � � � n�

したがって，P�S��より始めて漸化式 ��により順

次 P�S��� � � � � PnSn�を計算し，最終的に式 	�に

よりオプションの価格を求めることができる．

ブラック
ショールズモデルをはじめ，マートンの

モデル，VGモデルなど多くのモデルでは，対数資

産価格

xt � lnSt��

�
r �

�

�
��
�
t� ��

を導入することにより，推移確率密度を次のように

書けることが知られている ������．

pSijSi��� dSi�� � pxi � xi��� dxi�� ��

このとき，漸化式 ��は畳み込み積となる．Reiner��	�

は，この畳み込み積を FFTとシンプソン公式を用

いて計算する手法を提案し，経路依存型オプション

の価格評価に高速積分変換を初めて導入した．一方，

ブラック
ショールズモデルでは，pxi � xi���はガ

ウス分布となり，漸化式 ��はガウス分布と関数と

の畳み込み積となる．Broadie � Yamamoto���は，

高速多重極展開法の一種である高速ガウス変換 ����

と二重指数型数値積分公式 ����とを組み合わせるこ

とにより，この畳み込み積を計算するDE�FGT法を

提案した．各時刻における積分の標本点の数を N と

するとき，Reinerの方法では �時間ステップあたり

の計算量が ON logN�であり，誤差は ON�d�（d

は定数）のように減少する．一方，DE
FGT法では，

計算量が ON�，誤差が Oexp�cN� logN��（cは

定数）であり，漸近的に Reinerの方法より高速・高

精度である．

n � �，n � ��，n � ��の �種類のダウン・アン

ド・アウト・コール・オプションの価格を，Reinerの方

法，DE
FGT法，および従来法である改良型 �項モ

デル ���（図では BGKと表示）の �手法で求めた場

合の計算時間と精度の関係を図 �に示す ���．ここで，

オプションのパラメータは S� � K � ���，T � ���，

r � ���，� � ���であり，H を ��から �� まで �

通りに変化させたときの誤差の �乗和の平方根をプ

ロットしてある．図より，Reinerの方法は改良型 �

項モデルに比べて高速・高精度であり，DE
FGT法

はさらに優れていることがわかる．

��� バミューダン・オプションへの適用

前節で導入した DE
FGT法は，バミューダン・オ

プションにも直接適用できる．いま，行使価格が K，

権利行使可能時刻が t� � �� t�� t�� � � � � tn � T，時

刻 tiで権利を行使した場合のペイオフが hSi�のバ

ミューダン・オプションを考える．コール・オプショ

ンならば，hSi� � Si�K��である．このとき，ti



図 �� ダウン・アンド・アウト・コール・オプション

に対する各手法の計算時間と精度

におけるバミューダン・オプションの価値を Qi�Si�

とすると，Qi�Si�は次の後ろ向き漸化式を満たすこ

とが示される ���．

Qn�Sn� � hn�Sn� ���

Qi�Si� � maxfhi�Si��

e�r��ti���ti�Ei�Qi���Si����g��	�

�	 � i � n� ��

ここで，Eiはリスク中立確率の下での時刻 tiにおけ

る期待値演算子である．式 ��	�の max中の第 �項

を時刻 tiにおけるオプションの行使価値，第 
項を

持続価値と呼ぶ．式 ��	�は，オプションの保持者が

各時刻において，その時刻で権利行使した場合とオ

プションを持ち続けた場合の価値を比較し，価値の

大きいほうを選択することを意味している．

オプション価格の計算では，期待値Ei�Qi���Si����

の計算が計算量のほとんどを占める．これは，前節

で導入した推移確率密度を用いて

Ei�Qi���Si���� �

Z �

�

p�Si��jSi�Qi���Si��� dSi��

����

と書けるので，対数資産価格を導入することで畳み

込み積となり，DE�FGT 法が適用できる．ただし，

被積分関数Qi���Si���は式 ��	�のように maxを用

いて定義されるので，行使価値と持続価値が等しく

なる点で �階導関数に不連続点を持つ．そこで，二

重指数型数値積分公式本来の収束性を維持するため，

このような不連続点を予めニュートン法によって求

め，積分区間を分割して DE�FGT法を適用する方法

が取られる．詳しくは ���を参照されたい．

��� 離散型ルックバック・オプションへの
適用

離散的な時刻 t� � 	� t�� t�� � � � � tn � T を考え，

Mi � max��k�i Skとおく．満期 T において資産を

価格Mnで売却できるルックバック・プット・オプ

ションの価格は，公式 �
�より，

QLP

� �S�� � e�rTE��Mn � Sn� ��
�

と書ける．この価格を計算するのにも，DE�FGT法

が適用できる．

そのため，まず測度の変換

dQ� �
Sn

Ster�T�t�
����

を行う．このとき，新しい測度の下での期待値演算

子 E�
�を使うと価格を次のように書き直せることが

知られている �
�．

QLP

� �S�� � S�E�
�

�
Mn

Sn
� �

�
���

さらに，対数価格si � log�Si�S��，mi � log�Mi�S��

を用いると，

QLP

� �S�� � S�E�
�
�
emn�sn � �

�
����

となる．したがって，mn � snの確率密度関数がわ

かればよい．そこで，次の関係式に注意する．

mi � si � max�	�mi�� � si�

� max�	� �mi�� � si��� � �si�� � si��

����

ここで，ブラック�ショールズモデルをはじめとする

独立増分な確率過程では，mi�� � si��と si�� � si

は独立であるから，�mi��� si���� �si��� si�の確

率密度関数はmi��� si��と si��� siの確率密度関

数の畳み込み積として与えられる．mi � si の確率

密度関数は，畳み込みの結果において，mi � si � 	

に対応する確率を mi � si � 	 の点に集めること

により得られる．したがって，この確率密度関数は

mi � si � 	において �関数の成分を持つ．



そこで，mi� siの確率密度関数を ci��x�� gi�x�，

si�� � si の確率密度関数を f�x�とおくと，畳み込

み積の式を書き下すことにより，次の漸化式が得ら

れる．

�gi�x� �

Z �

��

fci����y� � gi���y�g f�x� y� dy

� ci��f�x� �

Z �

�

gi���y�f�x� y� dy�����

ci �

Z �

��

�gi�x�� ����

gi�x� � �gi�x� �x � 	� ����

ただし，初期値は c� � �，g��x� � 	である．ここで，

計算の中心は式 ����の畳み込み積であり，ブラック�

ショールズモデルの場合は f�x�がガウス分布となる

ため，DE�FGT法を用いて高速に計算できる．

ルックバック・オプションの変種であるハインド

サイト・コール・オプションの価格を DE�FGT法と

改良型 �項モデルで求めた場合の計算時間と精度の

関係を図 に示す ���．この場合も，DE�FGT法は

従来法に比べて高速かつ高精度であることがわかる．

図 � ハインドサイト・コール・オプションに対する

各手法の計算時間と精度

� その他のオプションへの拡張

��� 複数の資産に依存するオプション

以上では，�個の資産に依存するオプションにつ

いて述べたが，スプレッド・オプション，クウォン

ト・オプションなど，複数の資産に依存するオプショ

ンの価格評価も重要である．高速積分変換に基づく

価格評価法は，多次元の高速ガウス変換 ����������
�

を用いることで，これらのオプションに対しても拡

張できる ����
��．特に，多次元空間における数値積

分のための格子点を �次元の格子点の直積型に取っ

た場合は，�次元の高速ガウス変換を各次元に対し

て行えばよく，効率的な計算が可能である．この方

法では，
資産に依存するオプションに対し，モン

テカルロ法，多項モデル（
項モデルの多次元への

拡張），差分法に比べて高速・高精度に価格を計算

できることが確かめられている �
��．

��� 天候デリバティブ

気温デリバティブのうち重要なものとして，ペイ

オフが次の式で定義される CDD（Cooling Degree

Days）に依存する CDDデリバティブがある．

CDD �
NX
n��

max�	� Tn � �T � �
	�

ここで，�T は基準温度と呼ばれる定数である．CDD

は基準温度より気温が高い日が多いほど，また基準

温度の超え方が大きいほど大きな値を取るため，こ

のオプションはたとえば猛暑による冷房費増大のリ

スクを削減するために利用できる．

CDDデリバティブの価格評価は従来モンテカル

ロ法が使われていたが，気温モデルとしてガウス分

布に基づく Dischelモデル ��
�を使う場合には，高

速ガウス変換に基づく計算法を適用でき，計算時間

を数分程度から数十秒へと，大幅に短縮可能である

�
��．また，このアルゴリズムの効率的な並列化手法

も検討されている ��	�����．

��� より複雑な資産価格モデルの下での価
格評価

前章では，ブラック�ショールズモデルの下での価

格評価について説明したが，高速積分変換と二重指



数型数値積分公式に基づく価格評価法は，より複雑

かつ現実的な資産価格モデルに対しても適用可能で

ある．たとえば，ブラック�ショールズモデルにジャ

ンプの効果を取り入れたマートンのモデルに対して

は，DE�FGT法をほとんど計算量を増やさずに適用

でき，バミューダン・オプションやルックバック・オ

プションの価格評価に有効であることが示されてい

る �������．また，Kouのモデルと呼ばれるジャンプ

拡散型モデルに対しても，専用の高速多重極変換を

設計することで，同様の方法が原理的には適用可能

である ���．他にもVGモデル，AJDモデルなど，重

要なモデルは数多くあり，それらへの適用は今後の

課題である．

� おわりに

本稿では，経路依存型のオプションとバミューダ

ン・オプションを中心に，高速積分変換に基づくオプ

ション価格評価法を紹介した．また，複数の資産に

依存するオプション，天候デリバティブ，より複雑な

資産価格モデルの下での価格評価への応用について

簡単に述べた．なお，オプション価格評価では，VG

モデルやAJDモデルの下で複数の行使価格に対する

ヨーロピアン・オプションの価格を同時に求める問題

も重要であり ��������，そこでも FFTや Fractional

FFTなどの高速積分変換を用いた計算法が研究され

ている �	���
�����．興味のある方は，参考文献を参照

されたい．また，オプション価格評価全般に関する

最近の発展については，サーベイ論文 ���が参考に

なる．
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